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histoire
d’une découverte

la naissance de la théorie
des capacités
réflexion sur une expérience
personnellew

par Gustave Choguet
membre de UAcadémie des Sciences

L'épistémologie contemporaine a consacré beaucoup d’attention aux
processus mentaux de la découverie. Pes historiens des sciences ont analysé
le passé avec Pespoir de trouver ia pierre philosophale des grandes décou-
vertes © ¢est par elles en effet que progresse 1a science.

Le témoignage direct des déoonivreurs, méme £°il ne constitue pas cette
pierre philosophale est toujours fascinant, bien qu’il repose souvent sur
des souvenirs anciens, et qu'il soit bien difficile d*8tre 4 1a fois observa-
teur ot acteur ; mais d’avoir &4 sol-méme acteur crée pourtant le devoir
d’essayer avec la conscience de la difficults,

I s*agira ici de mathématiques ; bien que k2 découverie dans les
stiences expérimentales, dans art, la poésie, la philosophie, présente
4*&onnantes ressembiances avee la découverte en mathématigues, celle-ci
& des aspects spéeifiques, et ¢'esi d’ailleurs la seule que je connaisse un
peu, & Iz fois par observation d¢ jeunes cherchetirs ¢t par mon expérience
personnelle.

£1) Cet arricle est la védaciion d*un exposé Fait 2 séminaice Loi de PEN.S, Je 22 novembre

19%6 sous ke Gire “La natzsance de lp théare des capacités, aspecte psychologiques of
mathématiques™,
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Quand un éludiant commence 1a recherche, ¢’est son premier résuliat
personne] qui fui apporie fa révélation éhlouissanie de ce gu'est découvrir
du neuf ef comment I faire. Ce premier pas est décisif ; certains ne le
franchiszent jamais.

11 wexiste en effet pas de méthode infadlible pour apprendre & décou-
vrir ; chacup doit en trouver seul le secrer. Mais certaines conditions minima
doivent &tre satisfailes pour commencer ia recherche daps un certain
domaine : bien connafire d’abord les étres mathématiques qui 'habitent,
en avoir rencontré une grande varidté, au point de prévoir leurs réactions,
de pénétrer leur vie intime. On comigence alors 4 se poser des questions
dans telle circonstance, comment se comportent ces étres 7 Autrement dit
on en arrive & g poser un probidéme persontiel, gu’on Pait formulé seuwl,
ou gue d’mutres, du présent ou du passé I'afent déja posé,

Crest alors gue le tempérament personnel du chercheur va intervenir.
1] se trouve dans une situation analogue a celle de 1'alpiniste qui, de la
baze de 1la montagne, veut atteindre le sommet ; certains alpinistes vont
s’adapter & Ia montagne, en chercher les voies les plus faciles ou les plus
Slégantes ; d’autres, au contraire, voit, sans hésiter, utifiser la méthode
bulldozer ; créer ung large rampe d'accés de faible pente qui pourra sans
danger &tre réutilisée par tous ceux qui viendront ensuite ¢ ¢'est, disait
Dieudonné, la méthode préférés de Grothendieck, méthode qui I'a effec-
fivement conduit & créer la géométrie algébrique modeme. I n’existe donc
pas une méthode unique pour résoudre un probléme ou commencer une
recherche.

Personneliement, je donne la préférence 2 la méthode suivante : kg
premier pas st une “amplification du cadre™ ; on énonce le probiéme dans
le cadre ie plus général dans lequel ses termes conservent un sens précis ;
puis on étadie des cas particuliers bien choisis de ce cas géndral ;5 on peut
les résoudre par une méthode qui ait un sens dans le cas génédral, il reste
a adapter cetts méthode au probléme initial. C'est une méthode analoguc
qui a été utilisde par certains algebristes pour attaguer la conjecture de Rie-
mann sur lg localisation des zéros complexes de la fonction analytique

${D= f 1/#% : on introduit des fonctions [ sur des corps de nombres
1

algébriques qui remplacent ke corps classigque C des nombres complexes ;
on donne un sens au probldéme et on essaie de le résoudre en profitant des
particularités due nouveau cadre.

Quand un probléme réputé difficile est résolu et que sa démonstra-
tion est clarifiée, on s"éonne souvent gue 1"on n'ait pas plus 16t trouveé
sa sohition. C'est que Pesprit humain est faible ; il ne plane pas comme
un aigle ; au contraire, il a constamment besoin de béquilles, souvent cons-
tituées par 1*étude approfondie de cas particuliers bien choisis.

12 comportement du chercheur, que ce soit ¢n mathcmatiqucs ou en
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sciences expérimentales, est souvent analogue a celui d'un prospecteur en
forét, & la recherche d’une source ou d’une espéce rare d'insectes il
marche sur une pisic &troite, Pesprit en éveill, ouvert aux suggestions ; il
va explorer les sentiers latéraux, inlassablement. Et parfois, le miracle a
ey : il partait 4 fa recherche d’un papillon et il découvre un ruisseau qui
roule des pépites d'or.

Le départ est donc modeste § Ia marche est progressive ; une trop
grande hiie, upe ambition ma! mesurée risquent de falre échouer
Penireprise.

Y ai connu un excellent mathématicien qui, vn jour, a décidé de chan-
ger d’orientation et se consacrer A ba recherche d’une grande idée en physi-
que maithématique ;| matheureusement, fes grandes idées fécondes sont
rares ; ce mathématicien 5'est fermé aux suggestions journalidres qu*une
démarche modeste mais obstinée Iui aurait apportées ; finalement i ne
trouva, ni grande, ni petite idée dans son nouveay domaine de recherches.

Mais je veux maintenant apporter mon témoignage personnel en
contant Ia naissance d™une théorie que j’ai créée vers 1950, la théorie des
capacités,

Les circonsiances entourant cetie création favorisérent mon observa-
tion de scs diverses #apes ; elle se fit en effet au cours ¢’une période de
plusieurs mois de travail soutenu, pendant lesquels je ne cessai d*#tre cons-
cient de mes motivations, des methodes que J utilisais, de 'évolution de
la théorie. Je crois done que cot exemple peut intéresser & la fois les phile-
sophes mathématiciens et les mathématiciens philosophes.

Le probléme initial concernail la capacité électrostatique ; mais,
comme je 'expliquerat bientst, je fus rapidement conduit & 1'étude d'une
vasie classe de fonctions d’ensemble non additives que je contimuai
d’appeler capacités, Or, en 1950, 4 Pépoque de ce travail, s*il existait de
nombreux livres et travaux consacrés zux fonctibns d'ensemble non-
additives, j¢ nie pus rien en tirer car la préoceupaiion de leurs auteurs était
de tirer d’une situation noa-additive tout ce qu’il ¥ avait dedans d’addi-
tif ; par exemple, partact de la fonction obtenue en associant 3 toute par-
tie de Fespace enclidien Ba son diamétre, ils définissaient fes fonctions
additives usuelles : longueur, aire, volume.

Or, dans le cas qui m’intéressait, surtout celui de la capacité électro-
statique, la seule fonction additive qu’'on pouvailt lui associer par ces
méthodes, #tait une fonction 3 valeur ) ou + oo, ¢'est-d-dire absolument
sans intérér. 11 s’agissait donc de briser un cadre devenu frop étroii.
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Voici d’aifleurs un exemple ¢lémentaire, assez analogue Aceluide fa
capacité Electrostatigue et qui, lui aussi, est trés loin de "additivité : dans
le plan R?, potons p(X) la projection de Pensemble X sur {'axe hori-
zontal ;: p(X) a, pour la mesure de Lebesgue de cet axe, une mesure exté-
rieure m™(p4y) que je noterai A{X). Cette fonction est lein d’étre addi-
tive puisque si Xy, Xz sont deux segments horizontaux dans K%, de pro-
jections p(Xi}, p(X2) identicques, on a AXs  Xo)=fXK1)=f(X:) et non
pas X X=X+ f(X3) . Notons que dans ce cadre simple se
posent déja des problémes difficiles, qui préfigurent ceux posés par la capa-
cité flectrostatique,

Pour en donner un exemple, convenons d’aberd de dire qu’une
partie A de R? ou R# est un compact 5i A est "intersection d'une suite
d*ensembles élémentaires (¢"esi-d-dire réunions finies de pavés fermés), et
que A est borélien &1 A s'obtient A partir d’ensembles £iémentaires par des
saites de rdunions ou 4'intersections dénombrables ; les compacts sont,
aprés les ensembles dlémentaires, Ies plus simples des ensembies bordliens,

Voici alors un de ces problémes difficiles @ st X est horélien et borné
dans R* existe-t-il pour tout €>0, un compact K C X tel gue

POO-AK) < €?

Des exemples iels que celui-ci my'aidérent beaucoup 4 comprendre le
probléme avquel je m'étais attaqué. J'en arrive donie 3 ce probléme.

Si, dans notre espace nsuel, celui des expérimentateurs, on réunit ua
conductenr X (par exemple une sphére métallique) 4 une machine électro-
statique, ce conducteur se charge d’une certaine quantité QQ d'électricité,
et atteint un potentiel V ; on vérifie expérimentalement que Q est pro-
portionnel & V : @ =XV ; et on appelle cette constante k Ja capacité élec-
frostatique de X.

C’est une définition de physicien ; pour le mathématicien, il y a 1&
trop de termes mal définis © espace usuel, conductenr, polentiel, et méme
électricité. Je vais donc donner la définition mathématique de la capacité
électrostatique, non plus (’silleurs senlement d'une sphére ou d'un
condncteur, mais d’un compact quelconque de Vespace enclidien E: do
dimension 3 qui constitue le modéle mathématique de notre ¢space usuel
{aprés choix d¢’un polnt origine et d'une base orthonormale, on identifie
Es A Pespace R? des triplats de nombres réels, muai da produit scalaire
(o + ey + xays) et de la distance associée).

Rappelons d’abord que dans cet espace, de¢ nombreuses lois physi-
ques sont des lois attractives en 1/¢% : forces électriques, magnétigues,
gravitatiormelles. £.a chose A retenir est qu’une telle force dérive d’un poten-
tic] ; autrement dit, l¢ champ de force créé par un centre attractif n'est
gutre que le pradient de 1/r ol r désigne 1a distance au centre attractif :
ce fait fondamental permet d¢ remplacer I'éiude de ces champs de force
par I’étude d*une fonction numérique appelée potentiel,
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De fagon plus précise, si Pon désigne par p une mesure, c’sst-i-dire
une distribution de masse positive sur un compact K de 'espace, on appelle
potentiel de 2 iasomme P, des potentiels éiémentaires créds par les 16
ments de g ; plus précisément, la valeur de 1a fonction P au point x est
P0g = [ [1/rx 7] d s} o0 rixy) estla distance de x au point va-
riable ¥ de K. P, est une fonction 3 valeurs dans [ +e}; je
n’insiste pas sur ses propriéiés,

S8i le compact K n'est pas trop mince, par exemple si K est une
boule, i existe dez x non nulles sur K telles que P <1 partout ; appe-
lons pour un instant ““bonne mesure™ sur K toute g sur K telle que

P ixy<1 pour tout x, et notons jjaff la masse totele de x .

On appellera copacité dlectrostatigue de K in borne supérieure des
masses de toutes les bonnes mesures sur K -

cap{K) = sup {iiu]l : u est bonne et porise par K]

On démontre qu'il exisie une bonne mesure x sur K dont le potentiel
est, pour Pessentie], partout dgal 4 1 sur X ; cetfte mesure et d’ailleurs
unigue et portée par ia frontiére extérieure de K ; on Pappelle ia mesure
déquilibre de Kq). II est donc assez cigir que lorsgue K est an conduc-
eur usuel, par exemple une boule pleine ot une sphére creuse, cette mesure
# coincide avec la distribution d’équilibre dlectrostatique des physiciens
sur ¢e conducteur porté su potentiel dlectrigue 1 (pour un potentiel &ec-
frique ¢, ce serait la mesure cug).

Revenons pour un instant 3 la comparaison de cap{K) avee la mesure
de Lebesgue m(K). Les deux fonciions d’ensemble m et cap sont extré.
mement différentes © 81 Ki, K2 somt deux compacts disjoints, on a
mKi U Koy = mK ) + (K} ; cest presque 1"oppasé qui se produit pour
la capacité ! par exemple, si Ki, K» sont deux sphéres ¢reuses concen-
trigues distingctes, done disjointes {o8 Kz est In plus grande), on a:

cap{k: u K2} = cap Kz,

{1} L'identié des potentiels Sectriques of gravitahionneds impose d™évoquer ici Mewton ef son
calcul de ls peganteur & Vintérieur et & Vexeérieur de Ia Terre (supposée homoghne pour sim-
plifier). Les dnoncés qu'on vient de ragpeler entzaient assez Tadilerment qu'sn ot poinl
3 Is distance ¢ du centre de la Terre, Iy pesanteuwr coincide aves Pattraction newtonienne
dune maase concentrée au cenire ¢t égale & Ia masse de {8 portica de Terre contenus dans
iz houle concentrigus de rayon £ par excmpie, & "extérienr de la Terre, V'intensicé de la
pesgnteur est proporiionneile 4 1//, tendis qu's Yintéoeys, elle est proportionrelle & £/72,
done & r, Certaing historiens ont soutenn guoe 6 Newton avait attendis 20 ans avant de publier
ses Principln, c"st gu'il a’aveil par de bamnz ddmonstration de s propeikids, aujourd™hui
considéricss comme émentaires.
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Plus précisément, la capacité 4 I’étonnante proprié¢ié de dickoromie,
¢'ext-a-dire gue tout ensemble X assez régulier (par exemple tout bord-
lien) peut étre partagé en deux ensembles réguliers qui ot méme capacité
que X ; cette propriété est exactement i Popposé de Padditivité ; U est
donc exclu d’étudier cette capacité par les méthodes traditionnelles en
théorie de la mesure,

On va cependant reprendre Vidée gu’BEudoxe ntilisatt voicl plus de
2000 ans pour mesurer Paire d’'on domaine plan A  si pour tout >0
{Eudoxe ne disait pas cela, mais le pensait certainement}, on peut trouver
deux airas polveonales, I'une contenant A, "autre contenae dans A, dont
ia différence dey aires soit inférieure & ¢, oo dit que A st quarrable, ot
son aire est par définition la borne inférieure des aires des polygones
contenant A, qui est aussi égale 3 la borne supérieure des aires des poly-
gones contenus dans A,

Ce procédé s’appetle encore “procédé dexhaustion d’Eudoxe'” ; les
bonnes idées sont les plus résistanies et lgs plus ukiles, m@me apréy
plusieurs millénaires ; et dans la théorie de Ia mesure de Lebesgue le pro-
cédé d’Eudoxe a été popularisé par Denjoy qui définissait la mesure inté-
risvre (X} comme borne supéricure des mesures des compacts X
contenus dans X, et la mesure extérieure #1*(X) comie borne inférieure
des mesures des ouverts w contenant X, la mesurabilité d’un X étant défi-
nie par 'égalité de ces deux nombres.

Sur ce modéle d’Eudoxe-Denjoy, on associe-d tout XC Fa sa
capacité intérieure et sa capacité extérieure :
capxlX) = sup {cap K : K compact ¢ X}
cap*(X) = inf cap w : w ouvert O x|

Dans cette derniére formule, capw st mis pour capsw ; le proces-
sus ext donc clair ; on part de la capacité des compacts | on passe aux
ouverts ; puis & partir des compacts et des puverts, on définit cap. et
cap™ ; autrement dit, on prolonge une fonction définie sur Pensemble des
compacts par deux fonctions définies sur Peasemble de tous les sous-
ensembles de B,

il est clair que capy < cap* ; il devient donc naturel de dire :
Définirion »

Un ensemble X est dit capacitable si cap«X)=cap*X). La veleur
comminne de ces deux nombres est notée cap X.

Cette définition est satisfaisante car te caloul de 1x capacité dlectrosia-
tigue d’un ensemble capacitable X de Es peut se faire sans introduire de

*‘bonnes mesures”’ assocides a X ; par un jeu d’approximations, celles asso-
ciées aux compacts suffisent.
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Mais elie pose la question de savoir s, en dehors des compacts et des
ouverts qui, de facon presque évidente, sont capacitables, il existe
d*auires emsembles capacitables.

Ce probime est intéressant méme pour les ensembles de capacité d’in-
térieure nuile 1 on sait le réle que jonent en théorie de Pintégration de
Lebesgue les ensembles de mesure nulle, et la notion de presque-partout
gui leur est associde. Bn théorie du potentiel, 1a notion de base n'est pas
celle de mesure, mais celle de capacité ; Ie presque-partout est remplacé
par le quasi-partout : on dit gu’ung propriété a lieu guasi-partout si elle
@ liew partowt, sauf aux points d'un ensemble X de capacite nulie.

Mais ici, se posc une goestion : s"agit-if dans cette définition de ia capa-
cité intérieure ou de ks capacité extérieure ? Certes Ja question ne se pose
pas pour les compacts, puisgue tout compact est capacitable. Malheureu-
sement, les ensembles X qui se présentent naturellement ne sont pas e
général compacts. Deux aititudes sont alors possibles ; ou bien on démonire
(assez Tacilemnent} que caps{X) =0, d’0i un théordme que j'appellerai
faible, ou bien on travaille beaucoup plus pour montrer que cap*(X)=0,
d'0il un théoréme plus fort. Vaut-il mieux démontrer facilement un théo-
réme faible que difficilement un théoréme fort ? Ce dilemne ne se pose-
rait pas si X Stait capacitable [ car on aurglt alors des démonstrations fociles
de théorémes fores.

De fagon précise, voict un probléme concret posé par Ia notion de

quasi-partous ; si un ensemble X de type usuel (d:sons borélien) vérifie
cape(X3=0 , a-t-on aussi cap*{X)=0?

Plus généralement, s¢ pose la question de savolr si tout ensemble bord-
{ien de Es est capacitable.

Voila le probléme que Marcel Brelot et Henri Cartan signalaient vers
195G comme ua probléme difficile (et important) et pour leque! je finis

par e passionnes en me persuadant que sa réponse devait étre positive
(pourquoi cetie passion 7 ¢’est 12 le mystére des atomes crochus).

Or je ne connaissais alors pratiquement rien de a théorie du poten-
tiel ; & la réflexion, fe pense maintenant que ce fit cette raison qui me
permit de résoudre un probléme qui arréiaii les spéciglistes. Cest B un
point intéressant pour les philosophes ; aussi vais-je y insister un peu.

Mon ignorance m'évitait en effet les préjugés @ elie m'dcartait d’ou-
tils potentialistes trop sophistiqués, et m’obligeait 4 cublier Ies aspecis
contingents du probléme,

Voict quel étaft alors "état de mes connaissances @

Je connaissais bien la construction de !a mesure de Lebesgue préconi-
sée par Denjoy, basée sur |'idée d'HBudoze, teBe que je ai exposée voict
un instznt,
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Je ne voyais pas §u tout comment faire intervenir Ie fait que I'espace
de base était Es, pas plus que la définition, déja an peu trop technigue
& mon goiit, de la capacité associée au noyau newtonien [/

J'ai donc cholsi le cadre le plus géndral possible dans leguel fes notions
indispernisables aient un sens. Certes un cadre trop vaste peut avoir le dan-
ger qu'an 'y dispose d’ancun ouiil et qu’on n'aboutisse donie qu'a des
irivialités ; mais je me sentais libre de restreindre la généralitd au fur et
A mesure des néoessités.

Je remplagai donc By par un espace topologique séparé(y E
guelcongue (séparé pour permettre une manipulation commaode des
compacts) &t 3¢ remplagai la capacité 8ectrostatique cap{X) par une appli-
cation croissante f de X, (B} dans R* (o0 X {F) désigne Pensemble des
compacts de E).

Dans ce cadre fort primitif, les notions de base et le probléme posé
pouvaient cependant s'exprimer.

Pour tout X T E, on pose fu(X)=sup } : ¥ compact C X}
et fX)=inf {fu(w) : @ ouvert contenant X ; et on dit que X est
f-capacitable 5si futX)=/"(X}.

Il est tentant de noter fUX) Ia valeur commune (30 = (X} pour
tout X capacitable ; or cect est bien Je cas powr tout X ouvert, mais ce
n'est vrai pontr X compact gue si fest “‘continne & droite” au séns suivant :
VYK compact, Ve>0, 3 3 ouvert contenant X tel gne

Flw) € AKY+€
(autrement dit, si on agrandit un pen un compact, sa capacité augmente
peul.
Cette propriété est classiqoe pour la mesure de Eebesgue et pour toute
mesure de Radon @ ot les poteniiatistes la connaissaient pour ia capacité
newtonicnne, sans d’ailleurs Iavoir jusque 1& peitement formulée.

Je décidai done de supposer désormais f croissante et continue a
droite et #appeler une telle J une capacité.

Dans ce cadre trés général, de nombreux exemples montraient que E
pouvait contenir des boréliens non capacitables ; if y avait 4 cela an moins
une premiére bonne raison : les fonctions f. et /™ sont définies 3 partir
des compacts, alors que les doréliens de E et méme ses fermés peuvent ne
contenir que de trés petits compacts | en particulier, alors qu'un compact

(1) L lecseur aon mathématicien, qui ignore ce qu'est un espace lopologigue séparé, un
compact ou, ¢ fortlori un borélen de cet sspage, ne perd quune partic de ce qui it e
resignt dans un espace euciigien. 1L doil savoir cependant que le remplacement de Ey par
un espace beavcoup plus génésal a Gé un factewr déisif pour ke cheminement de ma pensle
dans fe labyrinihe ol oyl §if d’Ariane ne me goidait vers la sortie.
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de E est un excellent ensemble, son complémentaire pewt contenir
d’horribles fermés.

11 faHait donc resireindre le probléme de capagitabilité gux borékiens
de E construits & partir des compacts par les opérations dénombrables
simples usuclles, ¢ Pexvlusion du passage au complémentaire.

Plus précisément, Jintroduisis ensemble B i des K-boréliens de &,
c’est-d-dire le plus petit ensemble de partles de E contengnt JX. et stable
par réunion dénombrable et par intersection dénombrable ; il contient done
ies compacts K, les K, (union dénombrable de compacts), les Ky {inter-
section dénombrable d’ensembles X}, les Ky, etc... transfiniment,

Cette restriction du probléme est d'autant plus raisonnable que dans
R tout borélien est aussi K-borélien parce que tous ouvert gst ici un K,)) ;
or cetie restriction sur la régularité de X a'exige, bien sfr, aucune restric-
tion sur E ou f ] ce n’est gu’ensvite que des restrictions, du meins sur f,
pourront étre nécessaires.

En fait, cetie nécessité est rapidement apparue, car je pouvais cons-
sruice sans difficulté, méme pour E=R* et pour des capacités [ sous-
additives fi.e. AK: v Ka3) € AK)+AK2)) des boréliens fort simples de
R? {(donc aussi K-bordliens) qui n'éraient pas f-capacitabies.

Je me suis alors frés comsciemment demandé ; quel type de restriction
dois-je wmposer 4 f 7 Elle doit &tre telle gu’elle rende facile la preuve de
fa capacitabilitd des ensembles K-boréliens les plus simples aprés les
compacts, c’est-a-dire des K, .

Soitdone X = K, o1t {K,;) 56 une suite croissant de compacts.
Je dois montrer que V¥ £>0 , il existe un cuvert @ contenant X et el que
Ay < JuX) +€ ; il est natured de construire cet © comme réunion d4'ou-
Yerts W, ol w, contient K, et tels que, pour chaque », fite,} soit trés
voisin de  f(K,;} , par exemple Aw,) < AK,)+€, ; Pidéal serait bien sir
que £ € L €, ; et comme cet idéal est réalisé lorsque f est une mesure
de Radon, cette ilée n"est pas déraizonnable.

Pour ¥ voir clair, commengons par étudier une suite de deux com-
pacts Ki, K2 au liev d’line suite infinie K4y : on cherche A exprimer que
si Pon 2 KiC wh, et K2Cw: ou plus géndralement a < A ef
a1 C Az, alors

SHAL A - arw )
est petit dés que

Ay -l et [FH(A) ()]

Iz sont, par exemple que

(1) ™A UAg -~ Maiva) € [MA)-Madl+ HA) M) .

Un passage 4 Iz limite fort simple montre 4’ ailleurs que si cette inéga-
tité est vraie pour des compacts, elie est toujours vraie,
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Mais avant d"aller plus loin, il s'agissait de savoir si ceite inégalité
trds précise (et vraie pour les mesures de Radon, 3 savoir les capacités
ielles que AA U By = AAY+AB) dés que les compacis A, B sont dis-
joints) est aussi vérifiée par la capacité électrostatique.

Je réussis, apras avoir noirei, par maladresse, de nombreuses pages
de calcul, 3 la mettre sous phusieurs formes équivalentes, et en particulier
sous la suivante :

2y fXuUY) + AXnNY) g AXi+AY), (ol X, Y compacts).

C*érit une indgalité élépante, e1 d’autant plus souhaitable que lorsque f
est une mesure de Kadon, elle devient une égalits,

D’autre part, comme F2>0, elle est plus rvestrictive que Ia sous-
additivité ordinaire ; e kd donnal ke nom de sous-addirivité forte.

Mes collégres potentialistes me dirent gu’ils ignoralent si la capacité
électrostatigue vérifiait cette propridté. Je dis donc apprendre un pen de
théorie du potentiel, et je finis par montrer, oh, miracke ! que la capacité
newtonienne f était fortement sous-additive,

Un petit effort me monira que la sous-additivité forte entrainait P'ing-
palité plus générale :

€)] ™~ y A =~ P y a) € I IA) @l ,

pour toute famille finie de couples (a; , A tels que a; C A; . L'inégalité
idéalte que j’avais en vue était dong vraie ; il ne s’agissait plus que de Fap-
pliquer & Pobjectif Initlal, la capacitabilité des K, .

Mais icl, une agréable surprise m'attendailt : la généralité de inéga-
lité (3) me fownit énoncé simple ot général suivant :
THEOREME :

Seit § une capacité fortement sous-additive. Alprs pour foute.
suife croissante (X} d'ensembies quelconques, on a :

4 P xy = Gm frexy

L3

Cet énoncé était bien connu (et utilisé) en théorie de la mesure, ou
on éablit en utilisant P additivitd de 1a mesure ; ’avais donc démontré
que la sous-additivité forte suffit pour sa validité,

Un corollaire important en résultait aussitol :

COROLLAIRE.
La réunion de toute swite d’ensembles copacitables est aussi
capacitable,
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En particulier tout K, est capacitable.
Mais mon travail éait loin d'étre achevé, car aprés les K, viennent
les Kgz, puts jes K,a, 5 ofc... €t tonte la kyrielle des K-boréliens.

Pour les K,3 , intersection d’une suite décroissante (X} & ensembles
X, . le théoréme précédent ne s'appliguait pas direciement, et une obser-
vation simple montre méme qu’i n'y 4 pas de théoréme de méme 1ype pous
les snites décrosssantes (X ,) et leur intersection. En effet, tomte partie X
hornée de Ea, aussi mayvaise soit-elle, est imersection d’une suite décrods-
sante d'ensembies fcapacitables pour la capacité électrostatique S
(si (Cy) est une suite décroissante de couronnes ouveries sphérigues
concentriques de rayons &, £+ 1/n et enrourant X, la suite des (C, 1 X3
fournit un el exemple),

Heurcusement, une démonstration technique, un peu cachée, mais
courie, me fournit cependant, en utifisant le théoréme, la réponse atten-
due pour les Kz 5 Ia réponse pour es K, $'en suivail aussitdf, daprés
son coroflaire,

Tautite de dire que ce premier suceds m'encourageait fortement a prou-
ver la validité du théordme général,

Or le stade suivant concernait les K ;.5 3 14 méthode suivie pour les
K,s ne s'applique plus & ces ensembles qui sont déjd beaucoup plus
complexes que les compacts. Je me suis alors fait trés consciemrrient le rai
sonnement suivani : puisque j’ai pu démonirer la capacitabilité des Ky
en ufilisant I"infgalité de scus-additivité forte, peut-8tre pourrais-je démon-
trer celle des K 45 4 partir d’'inégalités du méme type, mais plus fortes.
Dans quelle direction les chercher ?

Je dils noircir beaucoup de papier avant de les trouver ; ef efles se
manifestérent par une écriture un pey medifie de Vinégalité (1}, la
faisant apparaitre comrne le second terme d’une suite infinfe d'inégalités
construites & partir de f par le procédé classique des différences succes-
sives, utilisé autrefois dans le *“calcul des différences’, et parfois dans
"érude des dérivées des fonctions d’une variable ; expliquons-nous :

Soit f une fongiion d’ensemble X -~ AX) & valeurs réelles ; silon
donine & X un "‘sccroissement” A:, f prend un accroissement gu’on
notera

A (X A = fIX UAY-AK)

Par exemple, dire que §f est une fonction croissanie se traduil par
Az 0. On définit ensuite :

AR ALAL) = AKX U AzAL) - MK AL
=X VAU A)-AX UAJ- X U A+ X
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Et de fagon générale, Ia suite (4&,) s définit par récurrence en utilisant
des accroissemnents successifs A, Az, ..., A, par la relation

(3} Bpe1 (X5 AL AL =
Arn {x UA‘R“P‘I ;A],..-,Aﬁ) - Aﬂ {x M Al,xyn&\n}

Avec ces notations, le fait gue f est croissanie et fortement sous-additive
se traduit(l) par :

(6) A20 o M0,

Cette formudation m’incitait & chercher si, peut-&tre, les différences sue-
cessives A associées A la capacité Slecirostatique ne seraient pas alternati-
vement positives et négatives, autrement dit si "on a toujours {— )7 A, <0.
Et voici qu'un nouvean miracle sz produisif : une démonstration analo-
gue & celle qui m’avait donné la sous-additivitd forte me montra que, pour
la capagité électrostatique £, ou a bien pour tout entier n: {~ 1?1 4,<0 .

1a capacité élecirostatique ressemblait donc & ces fonctions 7 d’une
variable réelle dont les dérivées successives soni alternativement positives
et négatives, qu’on appelle compiéiement monoiones, et qui sont en fait
identiques aux fonctions de Bernsiein, de la forme i {I —e—2) duii) ol
% ¢st une mesure de Radon positive sur R, = J0,c0[ .

Fappelai ces Tonctions d'ensembile les fonctions afternédes d’ordre
infini. Leur ressemblance avec les fonctions de Bernstein me conduisit 4
penser gu'elles possédaient également une représentation intégrale expri-
mable au moyet de fonctions g{X) analogues 4 des exponentielles, c’est-
a-dire vérifiant la relation g(X UY) = gX) g(Y) , obtenue en rempla-
gant Paddition sur les nomibres réels par Popération de réunion d’ensembles.

Ce rapprochement waljit un détour ¢, abandonnant pour quelque
ternps fa capacitabilité, étudiai de plus prés la formule de Beenstein, L7uni-
¢ité bien connue de Ia mesure a qui y figure entrafnait évidemment gue,
pour tout ¢ fixe, la fonction (I -—e~&) est v élément minimal — ou
encore extrémal — du ¢One convexe des fonctions complétement mowo-
tones. Il devenait exirémement tentant de mettre en évidence des phéno-
ménes analogues pour le ¢ine des capacités alternées d’ordre infini, Tout
cela se révéla parfsitement exact, 1 méme relativement facile & établir ;

(’I) PouT nie pas trop rester dang le vague, montrons gee 5i F eat crolssgnce £t foriement
sous-additive, ses At sont négatifs, En offet, Az€0 s'éorkt

S A JAD+ AN AX Ua+ X (A

of, sion pose YVi=X U A, Yi=X UA2, a sout-additivitd forte donne, compbe ten que
Yivi¥ieX ArUlAz:

JXU ALV AG -+ AN1MYD £ AXU AL + U AR,
d*olt a7 € 0 puisque X C Y: (VY2 et que f et croissante,
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en particulier les capactiés “exponenticiles décroissantes’ g se caractéri-
safent aisément puisque, de Ja relation g(X L Y)=g{X) g(¥) résulte, en
faisant X =Y, que g ne prend goe des valeurs & ou 1.

J'en dédudsis, par une application facile de la théorie de Ja convexité
une représentation simple de toute capacitd f alternde d’ordre infini. De
facon précise, supposoms, pour simplifier, que E soit compact avec
JEy=1 ; alors il existe sur Pensemble K (B}, lul-méme compact, des sous-
compasts de E, une mesuze de probabilité x4 telle gue, pour tout compact
KdeE, K} soit égale A la g-probabilité de reacontre de K avec un sous-
compact variable de E. En particulier lorsque f est ka capacitd électrosta-
fique dans E=Es, on 2 un énoncé analogue avec une mesure y poriée par
Pensemble des traiectoires browniennes ; et ceci établit un lien étroit entre
théorie du potentiel ¢t théorie des probabilités, lien qui n'a cessé de se
confirmer,

Mais surtout, ¢e détour me mit en contact pour la premiére fois aves
les probiémes de représentation intégrale dans les convexes compacts ¢t
dans kes cOnes convexes.

Et de fait, mes recherches ultéricures sur la représeniation iniégrale
euretit pour motivations initiales a la fois cette &ude des capacités et le
théoréme — dil A R.5. Martin — de représentation des fonctions harmo-
niques positives dans un domaine de R7, sans oublier le désir de répon-
dre au besoin plus général, bien formulé par R, Godement dans un (ravail
sur la représentation des opérateurs positifs sur un Hilbert, d*un énoncé
qui éconnmise une fois pour toutes des monceaux de papler.

Mais ceci est une autre histoire ; revenons done su prohiéme initial
de capacitabilité ; c’est pour démuontrer la capacitabilite des K g5, otc...
que j'Stais parti 4 la recherche d'inépalités supplémentaires ; )’ avais efiec-
tivement trouvé que Ay 2 €, A4 € O ete... On pouvait donc gspérer
que Az § fournirait le résultat pour K.z, que A« 0 le fournirait pour
les ¥, s0804- tc... Je me mis au travail, mais me heurtai 3 un mur ; éfait-
ce mangue d'imagination et de technique, ou bien éfait-ce dans la nature
des choses ? Je me dis irés consciemment ceci : imaginons gu'd force de
travail j’arcive a montrer grice & As > 0 que les K sont capacita-
bles, et alnisi de suite avee As g O | glc... ; mon travail ne serait pas fini
pour cela car aprés ces boréliens en vienment d'autres plus complexes | Jes
K. par exemple gui sont des intersections dénombrables dé boréliens de
classe finie, puis les K., Kaes s 8tc.

11 me faudrait pour les aborder de nouvelies inégalités ; y en avaitii ?
Un nouveau probiéme était ainsi posé @ ¥ a-t-il, en dehors des indgalités
(- 1n A, & 0 davtres indgalités vérifides par la capacité éecirostatique ?
Ye parving & démontrer qu’il v’y en avait pas, €11 ¢e sens que toute relation
entre les capacités d’une famille finic arbitraire ¢’ensembles ¢st une
conséguence des relatipns déja trouvées (—1* 4, £ G.
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C'était intéressant, mais j'étais dans wne impasse. C'est alors que mon
subconscient, déjd inguiet sans domte depuis quelque temps, montz an
nivean de ma conscicnice ; ef je me souvins (ue, du moins dans le cagdre
des ensembles boréliens de 'espace euclidien, il ¥ 2 d"autres facons de cons-
truire les boréliens que de procéder par petits pas indéfiniment répétés,
consistant 4 appliquer & des boréliens déia construits des intersections ou
des réunions dénombrabies : les mathématictens polonals avaient depuis
longiemps on effet moniré que tout ensemble borélien de R” est l'image,
par une application continue, d’'un Gy de R, Le. une intersection dénom-
brable d'ouveris de R, gt méme une image continue du Gy constitué par
Jes nombres irrationnels de K.

Ce n'était pas une fagon trés raffinée de construire les boréliens, sans
compter gue ce méme procédé s*appliquait sussi & des ensernbles plus géné-
raux que fes boréliens, 2 savoir fes analvtiques ; mais ¢a valait 1a peine
d’essayer.

Je démontrai d’abord que tout K-borélien est une image continve dun
K.z o j*appelai plus généralement K-anatytique toute image continue d*usn
Kgs. Je tenais donc 12 une relation zolide entre les K, ; et les K-boréliens
guelcongues, et méme les K-analytiques,

Restail & trouver cornmeni passer de la capacitabilité des Koy, déja
bien érablie, & celle de leurs images continues.

Soit donc X un K d'un espace E, e1 @ une application continue de
X danz un espace F sur leguel esi définie une capacité f fortement sous-
additive ; on veut moatrer que Y =X} est f~apacitable. Pessayai de
définiyr sur E une capecité auxilinire e associée & f, en posant
&A)=A(AY pour tout compact A de B, et d’utiliser la scapacitabilité
de X dans B ; mais assez vile je compris que pour faire marcher cetie idde,
il fallait remplacer le couple (E, X} par le couple ExF,M,on I' estie
graphe de {"application ¢ , et utiliser ensuite au %eu de ¢ 'applicaiion
projection de EXF dans F, done poser g(Cl=fipr.gC) pour tout com-
pact € de EXF.

5i Pon remargue alors gue g est une bonne capacité, que I* est comme
X un Kz, et que pour tout ensemble g-capacitable de ExF, sa projec-
tion dans F est f~capacitable, aver méme capacité, la preove st terminée
puisque Y est 1a projection de T,
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Le chemin pour obtenir cetie preuve avait été bicn tong, et apres coup
la preave ponvait 8tre exposée en quelques pages, Mais ¢est B un fait géné-
ral : quand un tablesu est terminé, on en efface les esquisses suecessives,
on encadre le tabiean et personne ne peut plus voir le long chemin qui a
conduit A s& réalisation. i vouly ici reconstituer dans la mesure du pos-
sible, rendre 4 la vie pour un instant, les longs détours que j%al dii parcourir,

Bt ces détours, aprés coup, n’ont pas été inutiles puisque au cours
de mon cheminement j’avais trouvé de noyvelles vérités, parfois inumties
pour le bot fixé initinlement, mais intéressantes pour elles-mémes ou par
leurs prolongements : la suite infinde des inégalités (— 17 A, 5 0 ; la classe
des ensembles K-boréliens ot K-analytigues ; une premiére incursion dans
le domaine des représemations intégrales ; grice a la représentation inte.
grale des capacités alterndes d’ordre infini, un lien solide entre ces fone-
tions ot la théorie des probabilités, ¢t une techmigue d’utilisation de
produits d’espaces.
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